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Consideration of non planar graphs irreducible for edge-contractions gives a simpler proof of 
the well-known Kuratowski theorem (Theorem 2), from its classical dual form (Theorem 1). 
Les graphes consid&& sont f..lis et simples. Etant donnk un gr;??he G et une 
ar&te e de G, on note G\ e le graphe obtenu par suppression de l’ari?te e dans G 
(et de tout sommet is016 kentuellement cr&), et G/e le graphe obtenu par 
contraction de e (et simplification des a&es multiples &esltuellement cr&ks). 
1. D&termination des gaphes non planaires i&ductibles par contractions d’ar&e 
Soit G un graphe connexe non planaire tel que pour toute a&e e, G/e so:i 
planaire. Soient e une a&e donnie (quelconque) de G, a et b les extrkrit& de 
e, et c le sommet de G/e cr&Z par l’identificatisn de a et b (dans la contraction de 
e). Soit H le graphe obtenu en enlevant & G les sommets a et b (et leurs a&es). 
Observons que H est connexe car si {a, b) etait un ensemble d’articuSation de 
G, chaque composante suivant cet ensemble, augment&e de I’arete e, serait 
planaire (comme sous-graphe du graphe planaire obtenu en contractant une a&e 
quelconque dans une autre composante), et il en rkulterait alors que G serait 
planaire. 
Distinguons deux cas: 
1 er cas. H posskde un sommet d’articulation LL Soient Cl, . . . , C, (r 3 2) les 
composantes de H suivant L!, zt supposons quc C1, . . . , C, (o s s < r) soient celles 
des composantes Ci relikes dans G & la fois au sommet (z et au sommet 6. li on 
avait r > s, d’une reprkntation planaire de G/(C= i I U l l l U C,) (graphe obtenu 
par contraction des a&es de C,,, , . . . , C,), on dkduirait facilement une 
representation planaire de 6, et si on avait s = r = 2 dz reprkentations planaires 
de G/C, et G/C2 on d6duirait une representation planaire de G. Par conskcluent 
on a s 2 3. Xl est alors facile de trouver dans G une subdivision de &. 
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2Pnle cas. H est 2-connex. Considirons une reprksentation planaire de G/c et 
soit C le cycle (t%mentaire) de H entourant, dans :ette reprksentation, le sommet 
e (G &ant non planain: a au moins 5 sommets, H en a done au moins 3 et un 
cycle existe bien). Si les a&es incidentej 5 c peuvent 5tre sCparCes en a&es 
provenant de a d’un c8t6 et a&es provenant de b de l’autre, il sera 6videmment 
possible de rep&enter & l’intkrieur de C l’arete e avec ses extrkmitks a et b et 
leurs a&es, et obtenir ainsi une reprksentation planaire de G. (Voir Fig. 1, oti 
une at&e marquie “a” provit;nt d’une a&e incidente B a dans G, de m&me pour 
b. Lrs sommets s4 et ss peuvent 8tre confondus, de I&R- ; s7 et sl.) 
Fig. 1. 
Comrnc cela n’est pas, il n’est pas difficile de voir que la representation contient 
l’une des deux configurations die la Fig. 2. 
Fig. 2. 
Or ccs configurations correspondent dans G & des subdivisions respectivement 
des graphes de Kuratowski I& et Kg. (Voir Fig. 3. Les arcs t, fZ, ~3~ tX l l l du cycle 
C reprisentent des chaines.) 
Fig. 3. 
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Ainsi dans le deux cas pr&+dents G contient une subdivision d’un graphe de 
Kuratowski, s&t K. Comme, par hypothkse sur G, aucune contraction d’arete 
ne doit laisser G non plaraire, en particulier aucune ne doit conserver la 
subdivision de EC, il en resulte d’une part que cette subdivision est en fait 
exactement un graphe de Kuratowski K, (c’est-g-dire sans sommet de degr6 2), et 
d’autre part que G a n&essairement m6me ensemble de sommets que K. 
Autrement dit K, c’est-g-dire KS ou &3, est un graphe partiel de G (ce qui 
pratiquement signifie que G est isomorphe ti K5 BU z1 I& auquel on a ajoute une 
ou plusieurs ar&es simples). I1 s’en deduit immediatement le resultat suivant (qui 
est la forme duale classique du thkorkme de Kuratowski): 
ThCor+me 1. Un graphe G est planaire si et seulement s’il ne contient pas KS ou 
K3,3 comme sous-graphe partiel d’un contract& 
2. Application au thbori?me dlu Kuaatowski 
On v;i dkterminer ici Zes graphes non planaires irriductibles par suppressions 
d’art%e, plus pricis6ment montrer que ces graphes sont les subdivisions des deux 
graphes de Kuratowski. Pour cela il suffit de montrer que si G est un graphe non 
planaire sans sommets de de:gre ~2 et tel que pour toute a&e e, G \e est 
planaire, alors G est un graphe de Kuratowski, Observons d’abord que tout 
contract6 non planaire de G lest igalement irriductible par suppressions d’arete 
(car si par example f est une a&e de G et e une a&e de G/f, (G/f) \ e = (G \ e)/f 
est, ccmme G \ e, planaire) et sans sommets de degrt 6 2. (11 ne peut y avoir de 
sommet de degr6 4 2 dans G/e que si l’argte e appartient & un cycle de longueur 
3, mais alors en appelant f l’une des deux autres a&es de ce cycle on a 
G/e = (G \f)/e et G/e est, comme G \f, planaire.) D’apres le Th&or&me 1, G 
6tant non planaire, un graphe partiel d’un contract6 H de G est un graphe de 
Kuratowski K. D’aprks les remarques pr&tdents, H est irrkductible par suppres- 
sions d’arete, done H = K. Si GP K, alors K = H’/e oti H’ est un contract6 de G 
et e une a&e de H’. D’apr?s les remarques pr&dentes, les extremit6s de e sont 
de degr& 2 3, done le sommet cr& par la contraction de e est de degr5 34 
(rappelons que la contraction de e ne crPe pas ici d’arste double). I1 en r&he que 
K ne peut ctre que K5 et H’ le graphe. de la Fig. 4. 
IFig. 4. 
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Or ce graphe, non planaire, n’est pas irreductible par calppression d’argte. 
Contradiction qui montre que G = K et ach&ve la d6monstration. I1 en r6sulte: 
, 
Theo&ne 2 (Kuratowski [2]). Ua graphe G est planaire si et seulement s’il ne 
contient pas une subdivision de I& ou K,, comme sous graphe partiel. 
Ce principe de dkmonstration plus simple du thkorkme du Kuratowski a 6t6 
expos6 dans [ 11. Ce meme principe, exploit6 diff&emment se retrouve rkcemment 
dans [3]. 
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